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Über ein Euler sches Integral. 
[Journal für reine und angewandte Mathematik, Bd. 45, S. 370—374 (1853)]. 


Die von Gauß und Legendre in die Analysis eingeführten 
Funktionen JT und T stehen bekanntlich in dem Zusammenhange, daß 
T'(a) mit I/(a— 1) identisch ist, so lange æ einen positiven Wert 
hat; für negative æ ist I’(a) stets unendlich groß, während IT(a—1) 
eine bestimmte Funktion bleibt und nur dann unendlich und unstetig 
wird, wenn a einen der Werte 0, — I, — 2 usw. erhält. Die 
Funktion JJ wird als unendliches Produkt, I’ als bestimmtes Integral 
definiert. Unstreitig ist die erstere Definition umfassender und ge- 
währt eine tiefere Einsicht in das wahre Wesen dieser Funktionen; 
indessen ist es für die Integralrechnung wichtig, ohne Hilfe jener 
Entwicklungen in unendliche Produkte und Reihen, selbständig eine 
Theorie dieser Funktionen aufzustellen. Dies ist auch in der Tat 
nach und nach vollständig gelungen, seitdem namentlich Dirichlet 
(im 15. Bande dieses Journals) das berühmte Multiplikationstheorem 
von Gauß so elegant bewiesen hat. In dieser Abhandlung wird 
auch der Lehrsatz 


II(a — 1): II(— a) = 


0 


ash.) ANE: 
z-+1 sinan 
angewendet, für welchen sehr verschiedene Beweise von verschiedenen 
Mathematikern gegeben sind, die aber fast alle ihren Weg über Ent- 
wicklungen in unendliche Reihen nehmen. In meiner, Ostern 1852 
gedruckten Inaugural- Dissertation (Über die Elemente der Theorie 
der Eulerschen Integrale) sind die hauptsächlichsten zusammen- 
gestellt; auch habe ich schon dort einen neuen Weg hinzugefügt, 
welcher sich ganz im Gebiet der bestimmten Integrale hält, dem ich 
aber eine vollkommene Strenge nur dadurch zu verleihen vermochte, 
daß ich die Entstehung dieses Integrals aus der Multiplikation von 
dlog II) als be- 
da 
kannt voraussetzte. Im folgenden soll nun ein, zwar auf ganz der- 
selben Idee beruhender, aber von anderen Theorien ganz unabhängiger 


II(a— 1) und II(—a), und den Ausdruck für 
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Beweis gegeben werden, der nur die allgemeinsten Sätze über die 
bestimmten Integrale zu Hilfe nimmt. 

Zuerst muß an einen Hilfssatz erinnert werden, der nachher 
einige Male gebraucht wird. Es ist bekanntlich 
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wo die Logarithmen hyperbolische sind. Sind nun = und p posi- 


tive Größen, so folgt hieraus 


EARE E a 
Jaw pwp) ap — up 

oder, wenn der Logarithme immer nur von dem absoluten Werte ge- 
nommen wird: 


oo 


| dw — log (aß) — log («' B) , 


vn CR DICKE apap > 


0 


und diese Gleichung gilt selbst für den Fall, in welchem 5 dee F 
ist, wenn man den unter die Form $ tretenden Wert nach den 
Regeln der Differentialrechnung behandelt. 


Gehen wir nun zu dem eigentlichen Gegenstande über, so ist 
‚erstens leicht zu sehen, daß das gegebene Integral 


pai 


(2) ETET a bar E AA. 


0 


nur dann einen endlichen, und zwar positiven Wert hat, wenn a ein 
positiver echter Bruch ist. Zerlegt man nämlich das Integral in 
zwei andere mit den Grenzen 0, 1 und 1, œ, und schreibt im letzteren 


L statt x, so findet man 


(3) a= | Fan 
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Grenzen 1 und 3 liegt, so liegt auch A zwischen den Grenzen 


Da nun im ganzen Intervall der Integration 


J- +a-s)dæ und 1 f(e? +x7%)da. 


Dieses Integral hat aber nur dann einen endlichen und positiven 


Wert, = Sue) wenn a ein positiver echter Bruch ist. Dieselbe 


Bedingung ist daher auch für die Endlichkeit des Integrals A nötig. 
Ferner ergibt sich unmittelbar aus der lie (3) der Satz 

(4) g(a) = (1 — a). 

Differentiiert man diese Gleichung in bezug auf @ und setzt dann 

a = 4, so findet man 

(5) | =. 

Da ferner, wie leicht zu sehen, @"(5) positiv ist, so erreicht ø (a) 

für a = 4 einen Minimumwert 


(6) ee if) d(Yx) Zu 
a) )aHrı 14 (Væ) 
Bezeichnet w eine positive Größe, so erhält man, wenn man in 


der Gleichung (2) = statt x schreibt: 


oo 


xe-1da 
-—— = 1 
(1) (= Au, 
0 
und wenn man ` statt w setzt, 
f z—ida 
j OE 6 
(8) 5 +1 aw 


0 
Multipliziert man die Gleichung (7) mit ras PTERA integriert in 


bezug auf w zwischen den Grenzen 0 und œ und bedenkt, daß zu- 
folge des Hilfssatzes (1) 


dw _ logg 
ende et 
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ist, so erhält man 


44 - 77 
æ — 1 


Goi 


log x. 


Integriert man jetzt in bezug auf a zwischen den Grenzen (1 — @) 
und a, so erhält man 


a o0 oo 


ga—l__ gr went Eh ) ya 
| Adia = (Te) 
en 0 0 


Subtrahiert man die Gleichung (8) von (7), so findet man leicht: 


wat — wa ga 1(% — 1) 
a 


und wenn man zwischen den Grenzen w = 0 und w— œ integriert 
und erwägt, daß 


oo 


| dw E 2log x 
(.u+l)w+a) ax —1 
0 


ist, so folgt unmittelbar: 


A [Adda „u al 
w 1 
1—a 0 0 


Zufolge der Eigenschaft von A, daß A = ọ (a) = g (1 — a) 
ist, ergibt sich aber 


a—-1 
Ferner ist 
ja da] __dA 
c+1 P 


und so erhält man endlich die Gleichung 


E a 
da 


1 
3 
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aus welcher sich durch Division mit A und Differentiation in bezug 


auf æ die folgende ableiten läßt: 


1 ddA 1 /dA\? 
AA= Ga 340) 


Da in derselben die unabhängige Variable « nicht vorkommt, 


so führe man dA — A’ als neue Variable ein. Dies gibt 


da 
AdA AA AA-AdA— AA -AdA 
TE ED A A 
oder FF ' 
P AA-d(A’A) — a RAR) 
i; (AA) 
und das Integral dieser Gleichung ist offenbar 
' 2 
AA = Const. +54 = onst. +44 ESN: 


Um die Konstante zu bestimmen, setze man a — 4, wofür nach 
Gleichung (5) und (6) sA = 0 und A = x ist; daraus folgt xx 


als Wert der Konstante und 


d EN 
reae a” Be ns Te a 


Bezeichnet man mit c eine RA so ergibt sich 


1 7 
a c = += arc cos $7 A = — c. 
ie A’ cos(a + c)n 
Um die Konstante c zu finden, setze man wieder a — 3, woraus 
1 = cos (4n + cr) = —sinen, coscn = 0 


iag cos(a + c)n = sinan 


folgt. Man erhält daher 


7 
~ sinan’ 


was zu beweisen war. Außerdem ergeben sich aus diesem Beweise 
sehr leicht noch mehrere verwandte Integrale, was ich hier nicht 
weiter ausführe. 


Braunschweig, im September 1852. 
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